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PRÉFACE. 



En composant cet ouvrage, Fauteur n avait pas Fintention de 
publier un traité complet d analyse infinitésimale, qui aurait 
dépassé de beaucoup les limites qu'il s'était imposées. Rédigé à 
Toecasion du cours de calcul différentiel et intégral dont il est 
chargé à la faculté, des sciences de l'Université de Gand et dis- 
tribué aux élèves depuis 1838 en feuilles aulographiées,. il 
n'embrassait d'abord que les matières indiquées au programme 
des examens de l'École du Génie Civil, peu différent de celui de 
TErole Polytechnique de France, que les fondateurs de nos écoles 
spéciales s'étaient fait un devoir de prendre pour guide et pour 
modèle; mais depuis, l'auteur a cru nécessaire dans l'intérêt 
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(les jeunes gens qui se destinent au doctorat en sciences mathé- 
matiques ou qui se proposent d'approfondir l'étude des sciences 
(»xnclcs, de comprendre dans son traité certaines théories jugées 
jusqu'ici par la plupart des auteurs comme trop abstraites ou 
d'une application trop restreinte pour pouvoir entrer dans le 
cadre de renseignement. De ce nombre sont l'intégration des 
fonctions elliptiques, le théorème de Fourier sur les intégrales 
doubles, l'extension de la méthode des variations aux intégrales 
multiples, etc. Des simplifications notables dans plusieurs de 
ces théories et une exposition plus élémentaire des principes 
fondamentaux du calcul des variations, lui ont permis de faire ces 
additions sans que son ouvrage perdit le caractère classique qu'il 
tenait à lui conserver. 

De cette manière la plupart des théories importantes du calcul 
intégral ou des branches qui s'y rattachent, ont été passées en 
revue, et comme on a eu soin de disposer les matières de manière 
à permettre de faire des coupures sans nuire à l'enchaînement, 
ces additions n'ont pas rendu l'étude de ce livre plus difficile pour 
ceux qui veulent se borner aux éléments. 

Le mode d'exposition du calcul infinitésimal que l'on a adopté, 
est celui indiqué par Landen et Dalemberl, et qui est fourni par 
la considération des limites. Cette méthode a sur sa rivale, la 
méthode des infiniment petits, l'immense avantage de la rigueur 
et de l'exactitude qui manquent complètement à l'autre, puisque 
la première n'applique les règles de l'arithmétique et de l'algèbre 
qu'à des quantités finies et par conséquent saisissables à l'esprit, 
tandis que l'autre admet gratuitement, que ces mêmes règles sont 
encore vraies quand on considère des quantités sans grandeur 
appréciable, et qui, par conséquent, échappent à nos sens et h 
notre intelligence. 

On a donc cherché à déduire du seul principe des limites, 
d'une manière méthodique et uniforme, toutes les propositions 
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fondamentales du calcul différentiel ; mais Tancicnne méthode de 
Leibnitz présente de trop grands avantages sous le rapport de la 
brièveté et de la simplicité pour qu'on ait cru pouvoir s'abstenir 
de la faire connaître; cest pourquoi la plupart des démonstrations 
un peu importantes sont doubles, Tune destinée à convaincre 
lesprit, et l'autre, à le soulager et à mieux se graver dans la mé- 
moire. Il arrive même quelquefois , lorsque la réduction aux 
limites ne présente aucune difficulté, que Ton s'est borné à une 
démonstration par les infiniment petits, à laquelle le lecteur 
pourra toujours rendre par la pensée la forme plus rigoureuse 
adoptée pour les autres démonstrations. 

Indépendamment des avantages incontestables que présente sous 
le rapport de la brièveté, l'emploi des infiniment petits, il 
existe un autre motif pour ne pas s'attacher exclusivement aux 
limites et pour faire marcher en quelque sorte de front les deux 
méthodes. Le calcul intégral, sous la forme que les géomètres lui 
ont laissée jusqu'ici , a essentiellement pour objet la considération 
des quantités infiniment petites ; il est donc nécessaire que l'élève 
se rende familières ces quantités abstraites, avant d'aborder la 
seconde partie du traité. 

Il est vrai qu'il serait facile de faire disparaître du calcul intégral 
les infiniment petits ou différentielles en partant de ce théorème 
fondamental, qu'une intégrale représente le produit de la valeur 
moyenne de la dérivée par la différence entre les valeurs extrêmes 
de la variable. Cette innovation très logique aurait l'avantage d'in- 
troduire de l'uniformité dans le traité et de combler la lacune que pré- 
sente la théorie des limites, au passage du calcul direct infinitésimal, 
au calcul inverse; mais comme elle exigerait un changement total 
dans les dénominations et dans les notations, sans un avantage 
réel autre que celui que nous venons de signaler, on a cru 
préférable de ne pas s écarter des anciens errements, laissant aux 
géomètres qui font autorité dans la science, le soin de décider 
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de Topporluniié de cette réforme et d'en prendre riiiitiative. 
Un grand nombre de démonstrations sont présentées sous une 
forme un peu abrégée et des lecteurs trouveront peut-être que 
quelques développements de calcul n'auraient pas été superflus. 
Ce laconisme tient h Tusage auquel ce traité était destiné avant 
qu il ne reçut une publicité complète , et une expérience de seize 
années à laquelle il a été soumis a prouvé surabondamment que 
les détails de calcul qui ne sont pas indispensables, ne font que 
fatiguer les yeux et l'esprit et nuisent à Tencharnement des raison- 
nements. Du reste on ose croire que jamais ces formes abrégées n ont 
été employées là ou il y avait quelque difliculté à résoudre et le but 
de Fauteur aura été atteint si, comme il lespcre, il na omis que 
des détails auxquels une lecture attentive pourra facilement sup- 
pléer et s'il est parvenu à rendre moins ardue et moins pénible 
letude des hautes sciences aux jeunes gens délite qui se préparent 
à subir les épreuves difficiles du doctorat ou qui veulent embrasser 
les carrières du génie civil et de renseignement. 
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CHAPITRE I. 

Des fonctions. Fonctions algébriqites et transcendantes. — Représentation géo- 
métrique des équations. — Variables dépendantes et indépendantes. — Fonc- 
tions implicites et explicites , continues et discontinues. — Limite du rapport de 
l'accroissement d'une fonction à l'accroissement de la variable. — Fonction 
dérivée. ~ Signification géométrique d'une fonction dérivée. — Signification 
analytique d'une fonction dérivée. — Infiniment petits et différentielles. — 
Fonctions croissantes et décroissantes. — Différcntiation et dérivation des fonc- 
tions. — Dérivation des fonctions de fonctions. — Dérivation d'une fonction de 
plusieurs fonctions. — Dérivée partielle et dérivée totale. — Dérivée d'une 
variable par rapport à une autre variable , lorsqu'elles sont exprimées toutes 
deux en fonction d'une troisième. — Dérivée d'un produit de plusieurs fonc- 
tions. — Dérivée du quotient de deux fonctions. — Calcul des dérivées. — 
Dérivée de log x. — Dérivée de sin x, — Dérivées des fonctions trigonomé triques. 

— Dérivation des fonctions imaginaires. — Dérivation des fonctions implicites. — 
Équations dérivées. — Dérivées des ordres supérieurs des fonctions explicites. 

— Dérivées successives d'une fonction de fonction. — Dérivées successives, les 
deux variables étant données en fonction d'une troisième. — Dérivées succes- 
sives des fonctions implicites. — Différentielles successives d'une fonction impli- 
cite. — Changement de la variable indépendante. 

1. Des fonctions. Fonctions algébriques et transcendantes. — Une 
quantité est dite fonction d'une autre quantité, lorsqu'elle est liée à la 
seconde de telle manière qu'un changement arbitraire dans la valeur de 
l'une entraine nécessairement un changement dans la valeur de Tautre , 
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et on appelle fonction, Texpression analytique de la loi qui lie ces deux 
quantités ; ainsi , dans les équations 

y==ax*-f-- , y = sinx , y = log(a— x), 

y est fonction de x ou x est fonction de y, et les expressions 

ax' -f- - , sin X , log (a — x) 

X 

sont des fonctions de x. Si Ton avait 

le second membre et par conséquent z seraient des fonctions de x et 
de y. Dans Téquation 

xy -^xz-^yz — 1=0 

z est encore fonction de x et de y. 

Parmi les quantités qui entrent dans une fonction, les unes ont 
une valeur fixe et invariable , quoique arbitraire , et prennent pour 
cette raison le nom de constantes ; les autres n'ont pas de valeur déter- 
minée et sont susceptibles de passer par une suite continue de gran- 
deurs; elles prennent pour ce motif le nom de variables. On convient 
ordinairement d'employer les premières lettres de Talphabet pour 
représenter les constantes et de réserver les dernières pour représen- 
ter les variables. 

Pour indiquer une fonction d'une ou plusieurs variables x, y y z, etc., 
on emploie les notations fy F, ^^, y, /*', F', etc. ; ainsi Fx représente 
une fonction de x dont la forme peut être connue ou inconnue et Fy 
représente une fonction composée en y de la même manière que Fx 
Test en x. De même 7 (x^ y) indique une certaine fonction de x et de 
y. Si u représentait une fonction de x, (j)tt représenterait une cer- 
taine fonction de u et serait par conséquent une fonction de fonction 
de X. 

Les fonctions se divisent en fonctions algébriques et en fonctions 
transcendantes y les premières sont celles où les variables ne sont 
liées qu'au moyen des signes qui indiquent les six opérations fonda- 
mentales de l'arithmétique ; ainsi 

oax* 

X 



j/4a*x« — 66x'-^c* 
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est une fonction algébrique. Les secondes sont celles où les variables 
se trouvent liées de toute autre manière. Une fonction contenant des 
termes de la forme a', log x, sin x, tang x est donc transcendante. 

Les fonctions algébriques se divisent aussi en fonctions irration- 
nelles et rationnelles y suivant qu'elles contiennent ou ne contiennent 
pas de radical. 

Les fonctions transcendantes se divisent en fonctions exponentielles^ 
logarithmiques et circulaires ou trigonométriques y suivant qu'elles 
renferment des quantités exponentielles de la forme a' ou des quan- 
tités telles que log x, ou des quantités trigonométriques , comme 
tang X, sin (a — ^x) etc. 

2. Représentation gémnétrique des équations. Variable dépen- 
dante et indépendante. Fonctions implicites et explicites, continues 
et discontinues. — Une équation quelconque entre deux variables x, 
y peut , en général , être considérée comme représentant une certaine 
courbe dont la forme dépend essentiellement de la forme de Téquation ; 
car /"(x, y) = étant Téquation donnée, en la concevant résolue par 
rapport à y y il viendra y == ^x et en donnant à x toutes les valeurs 
possibles , tant positives que négatives , il est clair que Ton obtiendra 
pour y une suite de valeurs correspondant à chaque valeur attribuée 
à X. Si on considère maintenant x et y comme étant les deux coor- 
données rectangulaires d'un point rapporté à deux axes X et Y, on 
portera sur l'axe des X, à partir du point A (fig. i) toutes les valeurs 
AP, AP', AP"...., attribuées à x, et en élevant les ordonnées PM, P'M', 

P"M" égales aux valeurs correspondantes de y, l'ensemble des 

points M, M', M" constituera le plus souvent une courbe com- 
posée d'une ou plusieurs branches, liée intimement à l'équation 
/"(x, y)=0 et dont elle forme le lieu géométrique. 

Cette construction par points, de la courbe, établit entre les deux 
variables une différence essentielle, puisque à l'une d'elles, x, on 
donne des valeurs arbitraires , tandis que les valeurs correspondantes 
de y s'obtiennent par la résolution de l'équation ; c'est pourquoi on 
appelle x variable indépendante et y, variable dépendante. Si au lieu 
de résoudre l'équation par rapport à y, on la résolvait par rapport à x, 
les deux variables changeraient de rôle et de nom. 

Dans les deux équations considérées plus haut^ 

/■(x,y)=0 ety=<px, 

qui dérivent l'une de l'autre et expriment par conséquent des relations 
identiques entre x et y, la variable dépendante y entre d'une 
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roanièrc toute différente. Dans f{Xy y), la variable dépendante y est 
combinée avec la variable indépendante x et est dite pour ce motif 
fonction implicite de x; tandis que dans y =yx, y se trouve exprimée 
au moyen de la variable indépendante x , et est dite fonction explicite 
de X. 

Lorsque deux équations à deux variables 

/•(x,y)=0 F(x,y) = 

ont lieu simultanément, c'est-à-dire, lorsque x et y ont la même signi- 
fication de part et d'autre , les valeurs de ces deux quantités sont 
entièrement déterminées , si les deux équations sont distinctes , puis- 
qu'elles suffisent pour déterminer deux inconnues ; leur ensemble re- 
présente , par conséquent un ou plusieurs points , ce qui résulte aussi 
de ce que les coordonnées x^ y ne peuvent appartenir qu'aux points d'in- 
tersection des deux courbes représentées par chacune des équations 
prises isolément. 
Considérons maintenant une équation à trois variables, 

f{x,y,z) = 0', 

elle représente en général une surface ; en effet , admettons que x, y 
et z soient les trois coordonnées d'un point dans l'espace , rapporté k 
trois axes rectangulaires ; en la concevant résolue par rapport à z , 
il vient 

«=7(^. y); 

si maintenant on prend un point quelconque dans le plan des XY et 
qu'on substitue dans l'équation précédente les valeurs de x et y qui 
correspondent à ce point, on en déduira la valeur de z, que l'on por^ 
tera sur une ordonnée menée par le point parallèlement à l'axe des z, 
ce qui déterminera un point dans l'espace. En considérant successive- 
ment tous les points du plan des XY, il est clair que l'on fixera dans 
l'espace une suite de points dont l'ensemble donnera lieu à une 
surface, lieu géométrique de l'équation. 

Les deux variables x et y, dont on dispose à volonté, se nom- 
ment pour ce motif variables indépendantes , et z dont la valeur est 
assujettie à satisfaire à l'équation et dépend des valeurs attribuées à x 
et y, se nomme variable dépendante et est fonction de x et y. 

Si deux équations à trois variables 

f{^,yy^)=0 , F(x,y,z) = 
existent simultanément, le système de ces équations appartient à 
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rintersection des deux surfaces représentées par chacune des équa- 
tions et par conséquent à une courbe située dans l'espace; car x, y 
et z devant avoir la même valeur dans les deux équations , ne pour- 
ront appartenir qu'aux points communs à ces deux surfaces. 

En éliminant successivement entre ces deux équations les variables 
X et y y elles pourront être mises sous la forme 

et celles-ci tiendront lieu des deux précédentes. Quoiqu'elles ne con- 
tiennent, chacune, que deux variables, elles représentent encore 
des surfaces; mais ces surfaces sont les cylindres formés par les 
perpendiculaires abaissées de tous les points de la courbe de l'espace 
sur le plan des XZ , pour la première , et des YZ pour la seconde , 
car la première équation exprime la relation qui existe entre x et z 
pour un point quelconque de la courbe de l'espace, et comme ces deux 
coordonnées sont les mêmes pour tous les points de la perpendiculaire 
abaissée sur le plan des XZ, cette relation subsistera pour tous les 
points de l'une quelconque de ces perpendiculaires , c'est-à-dire , pour 
le cylindre projetant. Il en est de même de la seconde équation. 
n est à remarquer que , comme les points de la projection de la 
courbe dans le plan des XZ, appartiennent au cylindre projetant, 
l'équation 

4.(x,z) = 

appartient aussi à cette projection, de même que l'équation 

représente la projetion de la courbe sur le plan des XZ. On voit 
donc que la courbe représentée par le système des deux équations. 

+ (x, i:) = , f (y,«)=0 

se trouve donnée par deux de ses projections. Si l'on conçoit celles-ci 
mises sous la forme 

x=Fz, y = F'z, 

il est visible que Ton ne peut plus disposer que d'une seule variable 
2, à laquelle on est libre d'attribuer toutes les valeurs possibles et que 
les deux autres sont déterminées aussitôt que l'on a fixé la valeur de 
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la première. C'est pourquoi celle-ci est seule variable indépeDdante et 
les deux autres sont des variables dépendantes. 

Si trois équations à trois variables existaient simultanément , leiur 
ensemble ne pourrait représenter qu'un ou plusieurs points situés 
dans Fespace ; en effet ces trois équations sufiSraient pour déterminer 
les valeurs des trois coordonnées x, y et Zy qui fixeraient la position 
d'un point dans l'espace , si ces valeurs étaient uniques , ou plusieurs 
points, si l'on trouvait pour x, y et z plusieurs valeurs. On est conduit 
au même résultat en remarquant que le système des trois équations 
ne peut appartenir qu'à l'intersection des trois surfaces , intersection 
qui, en général, ne peut être qu'un point ou plusieurs points isolés. 

Une fonction est dite continue, lorsqu'on faisant croître la variable 
indépendante d'une manière continue entre certaines limites , la foncr 
tion varie elle-même d'une manière continue ou , en d'autres termes , 
lorsque pour des accroissements de la variable indépendante , moin- 
dres que toute grandeur assignable , la fonction éprouve elle-même des 
variations moindres que toute grandeur assignable. La plupart des 
fonctions sont dans ce cas et les courbes qu'elles représentent sont 
dites courbes continues^ mais toutes les fonctions ne jouissent pas 
de cette propriété; elles sont dites alors discontinues, ainsi que la 
courbe ou plutôt le lieu géométrique correspondant, qui se compose 
alors de points et de portions de lignes isolés. 

Les principes du calcul différentiel , fondés essentiellement sur la 
continuité des fonctions, ne sont pas applicables en général à ces 
sortes de fonctions. Souvent des fonctions dites continues pré- 
sentent des discontinuités accidentelles qui se manifestent de diffé- 
rente manière dans la courbe qui en forme le lieu géométrique et 
donnent naissance à des points appelés singuliers. Cette circonstance 
se présente particulièrement lorsque la fonction devient brusquement 
infinie ou imaginaire pour une valeur déterminée et finie de la varia- 
ble indépendante et sera l'objet d'un examen particulier. 

3. Limite du rapport de l'accroissement d'une fonction à l'accrois- 
sement de la variable, — Considérons maintenant une fonction expli- 
cite et continue quelconque 

y=fx. 

Concevons que x prenne un accroissement h; y ou la fonction fx 
prendra une nouvelle valeur, y' telle que y'=f(X'^h); l'accrois- 
sement de y sera 

y — y==/'(x-4-A) — /x 
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et le rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable 
sera exprimé par 

h • 

En représentant par les signes Ay et Ax les accroissements ou les 
différences de y et de x, on a donc 

Ax A 

La valeur de ce rapport s'obtient facilement dans chaque cas parti- 
culier; ainsi si Ton fait 

/x = x*, 
on trouve 

7-= = ; =ia;»-l-6A«"-*-4A«a;-+-A=*. 

At/ 
On voit par cet exemple, qu'en général, la valeur de -^ dépend de 

X et de l'accroissement A ou Ax donné à cette variable. On voit aussi 

At/ 
que le rapport ~ approche d'autant plus d'être égal à 4x', que 

l'accroissement A est plus petit , en sorte que 4x' est la limite vers 
laquelle tend sans cesse le rapport de l'accroissement de la fonction 
à l'accroissement de la variable j lorsqu'on fait décroître h jusqu'à 

zéro, 4x' étant une valeur particulière de —, on indique cette cir- 

Ax 

constance en remplaçant la lettre A par la lettre d et on écrit • 

dx 
On trouve de même pour la fonction 

y = a-^bx — ex', 
la limite suivante 

T^=6 — 3cx'. 
dx 

On voit par ce qui précède, que — doit être considéré comme une 

xp 
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notation générale servant à représenter ce que devient -^ à la limite 

Ax 

ou lorsqu'on fait Ax nul. La limite du rapport de Taccroissement 
d*une fonction à celui de sa variable se nomme fonction dérivée^ par 
opposition à b fonction donnée qui prend le nom de fonction primitive. 
4. Signification géométrique de la fonction dérivée. — Le calcul 
différentiel a pour objet de trouver la fonction dérivée, pour toutes les 
formes de fonctions primitives et de rechercher les propriétés de ces 
dérivées. Avant de nous occuper de ces recherches, il est essentiel de 
démontrer que la valeur limite qui constitue la dérivée d'une fonction 
primitive en x, représente, en général, elle-même une certaine 
fonction de x dont la forme dépend de celle de la fonction pri- 
mitive et que par conséquent cette dérivée ne saurait avoir, pour toute 
valeur dex une valeur invariable telle que zéro ou Tinfini. Cette pro- 
position peut se vérifier par des considérations géométriques très-sim- 
ples; en effet on a vu (N"" 2) qu'une équation de la forme 

x==:/x 

représente une certaine courbe d'une forme déterminée rapportée à 
deux axes et ayant {x, y) pour coordonnées de l'un quelconque de 
ses points; Soit donc BMC (fig. 2) cette courbe, AX, A Y les deux 
axes que nous supposerons rectangulaires et M un point quelconque 
pris sur la courbe et ayant pour coordonnées x et y ou AP et PM. 
Si l'on donne à x un accroissement PP'= A ou Ax, l'ordonnée de- 
viendra M'P' ouP'N-f-NM', c'est-à-dire, y-+-NM', en sorte que NM' 
sera l'accroissement Ay de y correspondant à l'accroissement A de x; 
on aura donc 

Av M'N 

à cause de la propriété du triangle rectangle M'MN et de l'égalité des 

At/ 
angles JMCMN et MSX ou S. On voit que le rapport — représente, en 

Ax 

général, la tangente trigonométrique de l'angle que fait la sécante 
MN' ou S^ avec l'axe des X. Si maintenant on suppose que h ou PP' di- 
minue d'une manière continue, la sécante Ss pivotera autour du 
point M et se rapprochera de plus en plus de la touchante Tt k la 
courbe au point M, et elle se confondra avec cette touchante, ou, ce qui 
revient au même , l'angle S se confondra avec l'angle T, lorsque h sera 
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devenu zéro ; d'où il suit que la limite -~ de — représente la tan- 
gente trigonométrique de l'angle que fait avec l'axe des X la touchante 
à la courbe au point M ; or, il est clair que la valeur de cet angle 
change pour chaque point M, suivant une loi déterminée qui est une 

dy 
conséquence nécessaire de la forme de la courbe. La valeur de — est 

donc une fonction de la variable x, et la forme de cette fonction 
dépend de celle de la fonction primitive fx. 

5. Signification analytique d'une fonction dérivée. — La même 
proposition peut être démontrée par des considérations purement ana- 
lytiques , comme il suit : divisons l'accroissement h de la variable x 
en un nombre n de parties égales représentées par t et faisons croître 
cette variable par intervalles égaux k i ; la fonction deviendra succes- 
sivement /x, f{x -¥- i)j f(x-\- 2t) . . . f{x -f- ni) ou f[x -\- h) 
et les rapports des accroissements successifs de la fonction à l'accrois- 

a/x 
sèment de la variable , rapports que nous désignerons par -j- , 

A/-(x-.0 A/-(x^20 A/-[a:-H(n-i)i] ^^^.^^^^^ 

Ax Ax Ax 



f{x -\- î)—fx A/x 



/•[(^-^-♦y 



/^[(«-h2') 



t Ax 

]_/'(x-f-t) ^ A/(x-4-t) 
Ax 

] — /'(x-4-2t) _ A/'(x-^2t) 
Ax 



' /"[(x -4- (n — i) t) -^ i] — f[x -H (n — i) t] ^ A/* [x -4- (n — i) t] 
t Ax. 

Si on additionne ces équations membre à membre , en remarquant 
que le premier terme de chaque équation est détruit par le second 
terme de l'équation suivante , on trouvera 

f(x-^ni)-'fx _fx ^ f(x-\-i) ^ /"(g-f-gi) ^ /'[g-f-(n-l)t] 

t Aa; Ax Ax Ax 

OU bien , en divisant les deux membres par n et remplaçant ni par h y 

r{x-^h)-fx _i(â/x ^r{X'^i) A/* (g -4- 20 ^ A/'[a?-4-(n-1)»] ) 

h n\ àx àx Aaf A» ; 

2 
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II est visible qu*en prenant n suffisamment grand , on pourra faire 
en sorte que ni conserve une grandeur finie donnée A, quoique t 
aille en décroissant indéfiniment, et le second membre représentera 
toujours la moyenne arithmétique des n valeurs par lesquelles passe 

— tandis que la variable passe d'une valeur x à une autre valeur x -«- /i, 

par des accroissements successifs égaux t ou -. Si on suppose que % 

ait atteint la limite de ses décroissements , les différents termes du 
second membre seront les valeurs successives par lesquelles passe la 
fonction dérivée de fxy tandis que la variable croit d'une manière 
continue depuis une valeur x jusqu'à x -«- A. Or, si la dérivée n'était 
pas fonction de x , sa valeur ne changerait pas quand on change celle 
de X, c'est-à-dire, que les dérivées de /x , f{x-^%) , f{x-\- 2t) , 
/"(x -«- 3t) seraient toutes égales entre elles et indépen- 
dantes de X, ainsi que la moyenne arithmétique de ces quantités, 
résultat incompatible avec l'équation précédente ; car le second mem- 
bre serait indépendant de x , tandis que le premier contient évidem- 
ment cette variable, puisque h étant une quantité finie, /* (x -+- A) — fx 
est une fonction de x. 

Une seule fonction fait exception à cette règle ; c'est celle qui est de 
la forme ox — 6 dont la dérivée est constante et égale à a. 

Comme la dérivée de fx est elle-même une fonction de x , nous la 
représenterons souvent par fx. 

Puisque les limites des quantités ' , -J-^ , -J-^ 

Ax Ax Ax 

sont les fonctions dérivées de /x, correspondantes aux différentes 

valeurs x, x -4- t, x -f- 2i par lesquelles passe la variable x 

en croissant jusqu'à x -+- A , il résulte de la valeur trouvée pour 

f (x -+" Al -^ fx 

T — que le rapport de l'accroissement d'une fonction d 

l arcroissement h de la variable est égal à la moyenne arithmétique 
dvii valeurs par lesquelles passe la fonction dérivée, tandis que la 
variable passe d'une valeur x d une valeur x -+- A. 

n est à remarquer que la démonstration du numéro précédent et 
1.» conséquence qu'on vient d'en tirer, supposent essentiellement que 
/x et sa dérivée fx conservent des valeurs finies et réelles , c'esUi- 
dirc, restent continues entre les deux limites x et x -+- A; car des 
acLToissements de fonctions qui deviennent infinies ou imaginaires et 
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des moyennes entre ces fonctions n'auraient aucun sens saisissable. 
Cette condition de continuité peut être considérée comme remplie 
lorsqu'on n'assigne à x aucune valeur particulière, parce que Ton 
admet tacitement que Ton reste dans les limites où la fonction reste 
continue. Dans ce cas, si on désigne par A' et h" les valeurs de 
l'accroissement A, qui font prendre à la dérivée /*' (x -h A) la plus 
grande et la plus petite valeur par lesquelles elle passe, tandis que 
A croit depuis jusqu'à A, il est évident que la valeur moyenne de 
la dérivée sera comprise entre /*' (x -h A') et f" (x h- A") ; or, s'il 
y a continuité dans la fonction dérivée , ce qu'on peut admettre quand 
on n'attribue pas à x une valeur particulière, il est visible que, 
tandis que A croit depuis A' jusqu'à A", la fonction f [x -^ h) doit 
passer par toutes les valeurs comprises entre /"' (x -h A') et /^ (x -f- A"); 
il y a donc une valeur de A comprise entre A' et h" et conséquemment 
entre et A, qui rendra f (x •¥■ h) égal à cette moyenne, c'estrà-dire , 
qu'on aura, étant un certain coefficient compris entre et i , 

f(x-^h)—fx ^. ^., 

Cette équation qui doit jouer un grand rôle dans tout ce qui va 

- , fix-^h) — fx . ^. 
suivre, ne donne pas la valeur exacte de -i-^ j--^ '— mais fait 

connaître des limites entre lesquelles se trouve compris ce rapport. 
L'interprétation géométrique de cette valeur est très simple; elle 
exprime évidemment que si la courbe est continue entre les points 
M et M' (fig. 5) correspondants aux abscisses x et x + A et si les in- 
clinaisons des tangentes sur l'axe des X varient aussi d'une manière 
continue, la tangente NN' parallèle à la corde MM' aura son point de 
contact R placé entre M et M'; car si l'on fait OP=x et PP' = A, 

f(x -4- A) fx 

T"^ ^^^^ ^^ tangente de l'angle M'MS et on a vu (4) que 

f (x -+- ôA) est la tangente trigonomé trique de l'angle que forme avec 
l'axe des X, une touchante NN' à la courbe, en nn point R correspon- 
dant h l'abscisse x -*- 9A, c'est-à-dire, compris entre M et M'. 
On tire de l'équation précédente la valeur de /"(x -f- A) , 

f{x -f- A) =/x -f- hf\x -f- ôA). 

6. Infiniment petits et différentielles. — La considération des quan- 
tités infiniment petites conduit à une autre définition de la fonction 
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dérivée. On appelle infiniment petit y une quantité moindre que toute 
grandeur assignable quelque petite qu'on la suppose et qui par consé- 
quent est négligeable devant une grandeur finie. 

On a vu que si dans une fonction continue fx on fait prendre à la 
variable un accroissement infiniment petit Ax ou A , la fonction prendra 
elle-même un accroissement infiniment petit Ay dont le rapport à àx 
est donné par 

Ax ' ^ ' 

6A étant une quantité moindre que Ax ou A , est aussi infiniment petite y 
et il résulte du principe de continuité que f\x -h 9 A) ne diffère de 
f'x que d'un infiniment petit ; on aura donc en le négligeant , 

AX ' 

OU plutôt en désignant par dx et dy ces valeurs particulières de Ax 
et Ay, 

Au point de vue des limites où nous nous sommes d'abord placés , 
les quantités dx et dy sont rigoureusement nulles , et la fraction -p , 

dont les parties ne peuvent être séparées et qu'il faut lire ainsi : dy 
sur dx, n'est qu'une notation servant à indiquer la valeur vers la- 
quelle tend sans cesse — ou ^-^ r-^ — — , à mesure que A diminue. 

Ax A 

Lorsqu'on adopte la théorie des infiniment petits, ainsi que l'ont fait 
les premiers géomètres qui se sont occupés du calcul différentiel, 
dy et dx cessent d'être de véritables zéros, mais sont des quantités 
infiniment petites, appelées différentielles ^ sur lesquelles on peut 
effectuer toutes les opérations de l'algèbre et entre lesquelles il existe 

un rapport déterminé. A ce point de vue , -=^ est donc une véritable 

dx 

fraction représentant le rapport de l'accroissement d'une fonction à 

l'accroissement infiniment petit de la variable et on tire de l'équation 

précédente, 

dy = fx dx. 
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La fonction dérivée fx est donc le coefficient par lequel il faut 
multiplier raccroissement dx de la variable indépendante pour avoir 
Faccroissement dy de la fonction, ce qui a fait donner le nom de 
coe/Reient différentiel à la quantité désignée par fonction dérivée dans 
la théorie des limites. 

Dans ce qui va suivre , nous nous servirons indifféremment de ces 
deux dénominations, et quoique Ton ait fait à la théorie des infiniment 
petits le reproche de manquer de rigueur, parce que fx n'est en appa- 

du 
rence que la valeur approchée de -—• , cependant il nous arrivera sou- 
vent par la suite de faire usage de la considération des différentielles 
et d'écrire, par exemple, une équation sous la forme différentielle, 

dy=f'x dx; 

mais dans ce cas, il faut toujours, par la pensée, la rétablir bous la 
forme 

qui permet d'employer, pour démontrer une proposition , la considé- 
ration plus rigoureuse des limites. 

Une conséquence immédiate de l'équation différentielle 

dy = fx dXy 

est que, si dx reste toujours positif, dy sera positif ou négatif avec 
fxy c'est-à-dire, que si l'on conçoit que la variable x d'une fonction 
soit toujours croissante à partir d'une certaine valeur, la fonction 
sera elle-même croissante ou décroissante suivant que la fonction dé- 
rivée sera positive ou négative. 

7. Différentiation ou dérivation des fonctions. — On appelle diffé- 
rentiation ou dérivation , l'opération par laquelle on cherche la diffé- 
rentielle ou la dérivée d'une fonction donnée. Avant de déterminer 
la valeur des dérivées pour les différentes formes de fonctions , nous 
démontrerons certaines propriétés générales communes à toutes les 
dérivées. 

Soit une fonction y composée de plusieurs fonctions distinctes de la 
forme 

y =fx -^ Fx — yx; 

il est facile de voir que la dérivée totale est égale à la somme des 
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dérivées de chaque fonction prise avec son signe; en effet, en don- 
nant à X un accroissement h , y prend un accroissement Ay et il vient 

y -4- Ay = f{x H- A) -^ F (x -^ A) — ff{x-^h); 

mais , d'après ce qu'on a vu plus haut , on a 

/•(x -4- A) = /x -♦- Af (x H- G A) , 

F (x -4- A) = Fx -H AF{x -*- e'A) , 

^ (x -\' h) = (fX -^ h(f\x -¥- e"A) ; 

il vient donc en substituant et en remarquant que y est égal à 
fx -4- Fx — yx, 

Ay = A [f(x -4- 9 A) -H F'(x H- Ô'A) — 7'(x -♦- G"A)] 

d'où Ton tire en divisant par A ou Ax, 

^ = />(X -4- OA) -4- F(X -4- Ô'A) — (p'(x -4- 0"A), 

tlX 

et en passant à la limite , c'estnë-dire , en faisant A égal h zéro, il vient 

Si l'on emploie les infiniment petits, on conclut facilement de cette 
équation que la différentielle d'une fonction composée de plusieurs 
fonctions partielles, est égale à la somme des différentielles de ces 
fonctions partielles prises chacune avec son signe; car en multipliant 
par (2x, on a 

dy = fxdx -4- F'xdx — (p'xdx , 

et il est visible que fxdx , F'xdx et y'xdx, sont les différentielles de 
fx , Fx et <px. 

Il suit de là que la dérivée de 

y = a-¥-fx 
est donnée par 

dx '"" 

qui est la même que si la constante a n'existait pas , car la dérivée du 
second membre est la somme des dérivées de chaque terme et le pre- 
mier étant constant, son accroissement et par suite, sa dérivée, sont 
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nuls. On voit par là que deux fonctions qui ne diffèrent que par un 
terme constant , ont la même dérivée. 

Si Ton avait à différeotier afx , a étant un coefficient constant , en 
donnant & a; un accroissement h , il viendrait 

Ay af{x -¥- h) — afx f(x -¥- h) — fx 

Ai h "* h ' 



et à la limite il vient 






qui apprend que la dérivée du produit d'une fonction par une con- 
stante y est égale à la dérivée de cette fonction multipliée par la 
constante. 

8. Dérivation des fonctions de fonctions. Il arrive souvent qu'une 
fonction y n'est pas exprimée immédiatement au moyen de la variable 
indépendante x, quoique y dépend de celle-ci; c'est ce qui arrive 
lorsque la relation y et x est établie au moyen du système des 
deux équations 

y = fz , z = ^x. 

On dit alors que y représente une fonction de fonction de x. Il est 

visible qu'un accroissement donné & x en détermine également un 

dans Zy à cause de la seconde équation, et cet accroissement de z en 

fait prendre un à la variable y par suite de la relation exprimée 

par la première; il doit donc exister une certaine dépendance entre Ay 

At/ 
et Ax d'où dépend la valeur du rapport --et par conséquent, de la 

dy 
valeur limite ou de la dérivée -^ ; cependant, la première équation 

dy 
différentiéc ne donne que la valeurde^-, la seconde fait connaître 

dz dy 

-T- ; mais aucune des deux ne donne immédiatement -/-. Pour trou- 

dx dx 

ver cette dernière dérivée , il semble qu'il suffit de remplacer z par 

sa valeur 7X dans la première équation , ce qui lui donnerait la forme 

y = /x 

dy 
d'où on déduirait immédiatement la dérivée -7^; mais cette marche est 

ax 
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souvent impraticable k cause de la complication des calculs ; il importe 
donc de trouver sa valeur directement. Donnons à ac un accroissement 
h dans la seconde équation ; il vient 

£ = ?'(« -^ «A). 

dz 
(f'x étant la dérivée de (fX ou -j- et une quantité comprise entre et 

dx 

l'unité. La variable z ayant pris un accroissement Az, déterminera 

dans /z ou y un accroissement Ay donné par Téquation 



^ = A^-^Ô'Az) 



Az 

dans laquelle fz est la dérivée de /z, c'est-à-dire^ -^ et 0' un facteur 

dz 

compris entre zéro et Tunité. En multipliant les deux équations précé- 
dentes membre k membre , il vient 

^ . — , c'est-à-dire ^ = Hz -4- Az) ff\x -♦- G A) 

Az Ax Ax 

équation qui , si Ton passe à la limite, devient 

dy -, , du dz 
dx ' dx dx 

et nous apprend que pour avoir la dérivée -^ d'une fonction de fonc- 
tion, il faut multiplier les dérivées des deux fonctions, prises cha- 
cune par rapport d la variable qu'elle contient. 

On serait arrivé à la même conclusion , mais d'une manière moins 
rigoureuse, par la considération des infiniment petits; en effet les 
deux équations différentiées, donnent 

dy = fzdz , dz = f'xdx 

et en multipliant membre à membre et supprimant le facteur commun 
dz, il vient 

dy^/^z./xdx ou ^ = A-?'«^ = S-^- 
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On démontrerait de la même manière que si l'on avait 

y = fzy z = ^u, u =Fx, 
il Tiendrait 

dy dy dz du 

dx dz du dx' 

c'est-à-dire que la dérivée de la fonction y par rapport à la variable 
indépendante x, est donnée par le produit des dérivées de chaque 
fonction prises par rapport à la variable qu'elle contient. 

Si l'on fait usage des différentielles ou des infiniment petits, on 
multipliera les deux membres par dx et on écrira ainsi : 

dy dz du 

^ dz du' dx 

dans laquelle dy est la différentielle de la fonction de fonctions y, par 
rapport à la variable indépendante Xy ou l'accroissement infiniment 
petit de 1^ du à un accroissement dx donné à x, 

9. Dérivation d'une fonction de plusieurs fonctions. Dérivée par- 
tielle et dérivée totale. — Il peut aussi arriver que y , quoique dé- 
pendant indirectement d'une variable x, soit cependant donné en 
fonction de deux variables z et Uy qui , elles-mêmes , représentent des 
fonctions données de x; soit donc à dériver le système des trois 
équations 

y = f{z,u)y z = Fx, ti = fx; 

en remplaçant z et u par leur valeur dans la première, y serait 

du 
exprimé immédiatement en fonction de x et la valeur de — pourrait 

s'obtenir directement; mais on peut aussi la trouver d'une manière 
ordinairement plus expéditive sans effectuer cette substitution. En 
donnant à x un accroissement h, z et u en vertu des deux dernières 
relations, prennent des accroissements Az et Au, tels que Ton a 

^ = F'(«H-OA), g = /(.r^e'A) 

F'x et (f'x étant les dérivées de Fx et <fx, et 0, 0' deux facteurs incon- 
nus compris entre et 1. Si dans /'(z, u) on donne h z et u les 
accroissements Az et Au déterminés plus haut , y prendra l'accroisse- 
ment ày; cette double opération peut se faire successivement, en 
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donnant d*abord à z seul un accroissement ^z et en remplaçant ensuite 
u par ti + Au dans le résultat. Or, la substitution de z + Az à z 
dans f{zy u) fait prendre à cette fonction la forme suivante , d'après 
ce qu'on a vu (N® 5), 

/•(z, ii)h-Ax/;'(zh-Ô,Az, u), 

ft{z, u) désignant la dérivée de f{z, u) ou y, prise par rapport à z, 

c'est-à-dire , en traitant z comme seule variable et u comme constant , 

dy 
dérivée qu'on désigne aussi par -p- ; 0^ est un facteur compris entre et 

dz 

l'unité. Pour compléter ensuite l'accroissement de y^ il faudra dans 
f(Zy u) et fj{z -4- ô^Az, u) donner aux u l'accroissement Aw ; la substi- 
tution de u -f- Au à u dans la première partie, f[z, u), fait prendre 
à cette fonction, en vertu de ce qu'on a vu (N"" 5) , la valeur 

f{z, u) -4- Au/"/(z, U -♦- g; Au) 

en désignant, comme plus haut, par /i»'(z, u) la dérivée de f{z,u) 

prise par rapporta la seule variable u, c'est-à-dire, en considérant u 

comme variable et z comme constant, dérivée que l'on désigne aussi par 

dy 

j-. Quant à la seconde partie /i'(z -4- O^Az, u), désignons par 

/i'(z -^ô,Az, u) -\- UAu 

ce qu'elle devient quand u a pris l'accroissement Au; après cette 
double substitution , la fonction /*(z, u) ou y devient 

y -^ Ay = /"(z, u) -♦- tiufu\zy u -h G/ Au) -♦- Az^,'(z -^ Ô^Az, u) h- UAzAu. 

Si on supprime y et /"(z, u) qui sont égaux, qu'on divise ensuite les 

, Au Az 

deux membres par Ax et qu'on remplace — et — par leur valeur 

^ '^ Ax Ax '^ 

trouvée plus haut, il viendra 

^x ^ ^'(^ "^ ®'*) A«> ^ -»- V^w) -+- F'(^ -+■ ^h)f:{z -H ô^Az, u) 
-^ Uy'(« -+- e'A)F(a: -4- Gfc)Ax 

puis passant à la limite, en remarquant que h ou Ax, Au et Az sont 
nuls en même temps , il vient 
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formule que Ton peut écrire de cette manière : 

^y ^^él^él— (4). 

dx dz dx du dx 

Cette dérlTée de f{z, u) se compose de deux parties ; la première est , 
d'après ce qu'on a vu (N« 8), la dërivëe de f{z, u) prise par rapport 
k Xy z étant considéré comme fonction de x et t£ comme constant. 
La seconde partie est la dérivée prise en considérant u comme fonction 
de X et z comme constant. Chacune de ces parties se nomme dérivée 
partielle de la fonction de fonctions, et les deux parties réunies 
forment la dérivée tot(Ue. Si Ton avait h dériver le système des quatre 
équations 

y = f{z,UyV)y Z = FX, W = (?X, t7 = +X, 

on démontrerait de la même manière, que 

dy^dydz^dy^du^dy^dv . 

dx dz dx du dx dv dx 

que Ton peut écrire ainsi : 

ce que Ton exprime d'une manière générale, en disant que la dérivée 
totale d'une fonction de fonctions est égale à la somme de ses dérivées 
partielles. 

En considérant dy et dx comme des quantités infiniment petites, 
on peut écrire Téquation précédente de cette manière : 

dy dz , dy du ^ dy dv . 
dy='-Y- T-rfa;-^ j^-î-dx-*--j^ j-dx. 
^ dz dx du dx dv dx 

laïcs différents termes du second membre forment les différentielles 

partielles de la fonction f{zy u, v) prises en considérant successivement 

z, Uy V comme fonctions de x ; on voit donc que la différentielle totale 

' d'une fonction de plusieurs fonctions de x est égale à la sofnme des 

différentielles partielles relatives à chaque fonction. 

La différentielle de f{x, u), dans laquelle u est une fonction de la 

variable indépendante x, se déduit de l'équation ci-dessus, en faisant 

dz 
z égal à x; j- est alors égale à l'unité et on trouve 
ax 

dy = ^dx 4— r^ -^ dx 
^ dx du dx 
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dans laquelle ~ du second membre représente la dérivée partielle 

CLX 

de /'(x, u) prise par rapport h la seule variable x. Pour remonter de 
cette équation différentielle k Téquation dérivée, on devrait diviser 
par dx les deux membres de Téquation précédente et écrire 

dy dy dy du 

dx dx du dx ' 

dy 
or, sous cette forme, il y a ambiguïté sur la signification de -p; car 

dans le premier membre , il représente la dérivée de y , en y faisant 
varier tous les x^ y compris ceux contenus dans u; tandis que le 
second n'est que la dérivée de y par rapport aux x contenus explici- 
tement dans la fonction f{x, u), en y regardant u comme constant. 
Pour distinguer ces deux quantités essentiellement différentes , nous 

4 , dy 

écrirons la dérivée totale sous la forme -p dy an lieu de --^ , ou bien 

nous laisserons l'équation sous la forme différentielle et alors dy 
représentera la différentielle totale de y. 

10. Dérivée d'une variable par rapport à une autre variable lors- 
qu'elles sont exprimées toutes deux en fonction d'une troisième. — 
Quelquefois les variables x et y, au lieu d'entrer dans une même équa- 
tion , Sont données toutes deux en fonction d'une troisième variable 
t; de sorte que l'on a 

y = /i, x = Ft 

et aucune des deux équations ne peut donner la dérivée de y par râp- 
ent/ 
port à X ou -~ , quoiqu'il soit visible que y est fonction de x. Pour 

trouver cette dérivée sans effectuer l'élimination de I entre les 
deux équations, donnons h celle-ci un accroissement h ou Af et 
désignons par At/ et Ax les accroissements correspondants de y et . 
de X; il viendra 

^ = /'(tH-9A), ^ = F'(ï + e'fc) 

et en divisant membre à membre , 

Ay f (t-4- QA) 

Ax~F'(e-4-e'A) 
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Si Ton passe à la limite en faisant h nul , les accroissements Ay et 
Ax s'annulent en même temps et on trouve la valeur suivante de la 
dérivée cherchée : 

dy 

dyf'tli 

dx'~'Ft~ dx 

1i 

Si a: et y 9 aulieu d'être exprimés explicitement en fonction de t étaient 
donnés au moyen des deux équations 

f{x,y,t) = , F(x,y, = 0, 

il suffirait de remarquer qu'il résulte de ce qu'on a vu (N** 9), que 
la dérivée de f (x, y, t) , prise par rapport à la variable indépendante t 
est, en désignant cette fonction par f, 

dl dx dfdy df 
dxdt "^ dydt "^ dV 

comme cette fonction est constamment nulle, sa dérivée doit l'être 
aussi , et l'on a par conséquent 

dj[dx dfdy^ df_ 
dxdt dy dt dt^ 

La seconde équation donne de même 

dF dx dV dy dY ^ 
dx dt dy dt dt 

qui, jointe à la précédente, servira à déterminer les valeurs de 

dx dy dy 

-r- et -p et par suite celle de -^, comme on vient de le voir. 

dt dt ^ dx' 

11. Dérivée d'un produit de plusieurs fonctions. — Lorsqu'une 

fonction y est formée du produit de plusieurs fonctions de x, telles 

que Uy Vy Wy z , c'est-à-dire, lorsqu'on a 

y=zu.v.w.z, 

la dérivée de y peut être exprimée fort simplement au moyen des dé- 
rivées des fonctions simples w, v, w ; en effet on a vu (N° 10) 

que la dérivée totale d'une fonction de plusieurs fonctions ti, Vy w... 
est égale à la somme des dérivées partielles que l'on obtient en con- 
sidérant successivement chaque fonction comme variant seule; or 
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si Ton ne fait varier que les x contenus dans u , la dérivée partielle 
de y est 

du 

en faisant varier successivement les x contenus dans v, u?, z, on 
trouve 

dv dtv dz 

U.W.Z-j-i W.V.Z-T-, t*.t?.tl?-T- 

ax ax ax 

et la dérivée totale de y devient 

dy du dv dw dz 

'-f- = V.W,Z'^-^U.W.Z-T~-hU,V.Z-=-' -+-W.1?.tt?-r-- 

dx dx dx dx dx 

On voit par là que la dérivée du produit de plusieurs fonctions est 
égale à la somme des produits des dérivées de chaque fonction simple y 
multipliées respectivement par toutes les autres fonctions. 

12. Dérivée du quotient de deux fonctions. — Si la fonction y était 
le quotient de la division de deux fonctions u et v de x^ c'est-i-dire, si 
Ton avait 

u 

on trouverait aussi une expression très simple de la dérivée ; en effet , 
en représentant par Ati , Av , Ay les accroissements de Uj v, y corres- 
pondant à un accroissement Ax donné à x, il vient 

^ u-h au u vAw — u^v 

^ t? + A 17 V t?* -+- vAt? ' 

d'où Ton tire en divisant les deux membres par Ax^ 

Au Av 

V- tt—- 

Ay Ax Ax 

Ax I7(v + Av) 

Si l'on passe à la limite, en remarquant que lorsque Ax s'évanouit, 
Ay . Au et At; s'évanouissent en même temps , il vient 

du dv 

dy dx dx 

dx r* 
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c'est-à-dire , que la dérivée du rapport de deux fonctions est égale û 
ta dérivée du numérateur multipliée par le dénominateur moins la 
dérivée du dénominateur multipliée par le numérateur y le tout divisé 
par le carré du dénominateur. 

En adoptant les infiniment petits, on peut multiplier les deux 
membres de l'équation par dx et écrire celle-ci de cette manière : 

- vdu — udv» 

13. Enfin nous terminerons en faisant remarquer que, si deux 
fonctions fy et ¥x sont constamment égales , y est une variable dépen- 
dant de X et les dérivées de ces deux fonctions par rapport à x sont 
égales entre elles; car quel que soit l'accroissement donné à x, les 
accroissements des deux fonctions seront, par hypothèse égaux entre 
eux, ainsi que leurs rapports à Ax, lesquels seront les deux dérivées, 
lorsqu'on passera à la limite. La dérivée de Fx par rapport à x peut 
être représentée par F'x ; quant à celle de fy dans laquelle y est une 

fonction de x, on a vu (N° 8) qu'elle est représentée par fy-j-y f^ 

ax 
étant la dérivée de fy prise par rapport k y ; on a donc 

14. Calcul des dérivées. Dérivée de Log x. — Les dérivées de toutes 
les fonctions s'obtiennent facilement lorsqu'on connait les dérivées 
des fonctions de la forme Log x et sin x ; nous commencerons donc par 
nous occuper de ces deux là. 

Considérons en premier lieu la fonction logarithmique Log x. En 
donnant à la variable indépendante un accroissement h, il vient 

Ay Log(x-f-fe) — Logx 

Ax"" h 

que l'on peut transformer, en se fondant sur les propriétés des 
logarithmes, de la manière suivante : 



Ax" 



Log(x-f-/i)— Logx ^\ '^ x) i x^ /. A\ 
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La valeur de -^ serait connue si l'on connaissait la limite de 
dx 

m 

(fc\^ X 

i 4- - j quand h s'évanouit; or si l'on fait t égal à p, p sera 

ou un nombre entier, ou un nombre fractionnaire , ou un nombre 
incommensurable; on peut donc généralement considérer p comme 
étant compris entre deux nombres entiers consécutifs n et n -t- 1 et 

comme ( 1 H — j est évidemment compris entre { ^ "^ - ) et 

/ IV^* / iV 

f 1 -»- - 1 la limite de Log I 1 + - j sera aussi comprise entre 

les valeurs limites de Log ( ^ + ~ j et de Log ( ^ + ~ j . n et 

n -H 1 étant des nombres entiers, on a , en développant au moyen 
de la formule du binôme de Newton , 

-»«l-r('-OI-0-0(H)$ 

On a de même 

Pour avoir la limite de ces deux développements ou pour déterminer 
ce qu'ils deviennent quand h s'évanouit, remarquons que puisque 

X 

— = p^ p converge vers l'infini quand h converge vers zéro, et par 
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i 

conséquent - devient nuL De même , puisque p diffère de n de moins 

d'une unité, cette dernière quantité devient infinie en même temps 

1 n 

que p^ et - est nul; enfin — approche d'autant plus de Tunité, que 

n et p sont plus grands et l'unité est la limite de ce rapport ; les deux 
développements précédents deviennent donc à la limite 

et par conséquent log i 1 + ~ ) > qui reste toujours compris entre eux, 
se réduit aussi i cette même valeur; on a donc 

^ = -Logjl^l-^ — H-^-^H-j-^-^-^etcj. 

La quantité comprise entre parenthèse , quoique composée d'un nom- 
bre infini de termes , peut être évaluée en nombre avec une exactitude 
aussi grande que l'on voudra , parce qu'ils décroissent très rapidement; 
en représentant ce nombre par e , on trouve 



c = 2,71828 , 

et 

Si l'on fait usage des différentielles , cette équation s'écrira de cette 

manière 

dx 
dy = Loge— . 

Telle est donc la valeur de la différentielle de Log x. 

La différentielle du logarithme d'une variable dépend du système 
dans lequel est pris ce logarithme, puisque Log (2,71828....) change 
avec la base du système ; s'il s'agit d'un logarithme vulgaire , on aura 

dx doc 

(i.Logx= — log (2,71828) = 0, 45429 — 

X X 

Parmi tous les systèmes de logarithmes , celui pour lequel l'expres- 
sion de cette différentielle prend la forme la plus simple , est celui 

4 
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OÙ le nombre e est pris pour base ; les logarithmes se nomment alors 
logarithmes Népériens du nom de Nëper, inventeur des logarithmes. 
Gomme dans tout système , le logarithme de la base est égal à Tunité, 
on a 9 en employant la notation log pour représenter les logarithmes 
Népériens, 

dx 
log e == i eidlogx= — , 

X 

et plus généralement , si Ton a 

y = log(/x), 

en remplaçant fx par une variable z , on aura à dériver le système des 
deux équations 

y = logJC, z = fx 

dans lequel y est une fonction de fonction. D'après le N"" 8 , il vient 



dy^ d{lo^z) dzi fx 

dx dz dx z' fx 



c'est4-dire , que la dérivée du logarithme Népérien d'une fonction est 
égale à la dérivée de cette fonction divisée par la fonction. 

On emploie de préférence les logarihmes Népériens dans le calcul 
différentiel et le calcul intégral , à cause de la simplicité de leur diffé- 
rentielle; c'est pourquoi ce seront toujours ceux-ci que Ton désignera 
dans la suite, k moins qu'on n'indique expressément le contraire. 

15. Dérivée de sin x. — Passons à la recherche de la dérivée de 
sin X. On a évidemment 

Ay sin(x-«-A) — sinx 
Ax h 

qui se transforme au moyen de la formule 

sina — sin6 =-sin-(a — 6) cos-(a -+- 6), 
dans la suivante : 

Ay 2 sin I A , 1 . 1 sin i A , i ,, 
^=--^cos(x-*--A)=-^cos(xH--A). 

Avant de passer a la limite de ce rapport, remarquons que l'arc 
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AB (fig. 4) que nous supposerons plus petit qu'un quart de cercle , est 
toujours compris, quant à sa longueur, entre le sinus BC et la tan- 
gente AD. En effet , en menant la corde AB , il est visible que Taire 
du secteur OAB est comprise entre les aires des triangles OBA et 
ODA, ce qui donne lieu aux deux inégalités 

OA.arcBA OA.AD OA.arcBA OA.BC 
2 ^ 2 ' 2 ^ 2 

ce qui vérifie la proposition, puisqu'on tire de ces inégalités, 

arc BA < AD , arc BA> BC. 

11 suit de 1& que , a étant cet arc de cercle, on a toujours 

sin a tang a 

a a 

!_• 1 sin a . . ,. 

ou bien, en remplaçant tang a par r et multipliant par cos a les 

deux membres de la seconde inégalité, 

sin a sin a cos a 

On voit donc que pour toute valeur de a, le rapport est compris 

(X 

cos oe COS oe 

entre I et , et comme , pour a = 0, devient Tunité , il en 

résulte que est égal à i quand a s*évanouil. 

Au 
Reprenons la valeur de — ; si Ton passe à la limite, c'est-à-dire, si 
Ax 

sin — h 
Ton fait évanouir A, il résulte de ce qui précède, que — p|— devient 

égal à l'unité , et on trouve 

dy cos X 











dx' 


r ' 


bien 


en 


faisant le 


rayon égal 


h l'unité , 










rfy. 
dx' 


= COS X, 
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c*est-à-dire que la dérivée du sinus de x est égal au œsinus du même 
arc. 

Si Ton fait usage des infiniment petits ou des différentielles, cette 
équation derra être écrite sous la forme 

dy = cos X dx, 

Cos X dx est donc la différentielle de sin x. 

46. Dérivée de x"». — Les dérivées des autres fonctions se déduisent 
sans peine des deux que nous venons de déterminer. Soit d'abord 
jf = X"*, m étant un nombre réel quelconque ; prenons les logarithmes 
Népériens, et égalons ensuite les dérivées des deux membres (N** 45), 
en observant que y est fonction de x , il vient 

i dy 4 ^ dy 

logy = mlogx, --y^=m - d'où -^-=mx"*-S 

y ux X CvX 

v.n remplaçant y par sa valeur x"". 

On voit par là que la dérivée de x^ s'obtient en diminuant l'ex- 
posant d'une unité et en multipliant par l'exposant. 

Si on fait usage des différentielles , on multipliera les deux mem- 
bres par dx ; il vient alors 

rfy , c'est-à-dire , d . (x^) = wx"»""* dx. 

La règle précédente suffit pour différentier toute fonction de la 
forme 

X'' ^-.' I/^' 
4jiie Ton écrira de celte manière : 

X-*, X * , X *. 

Par exemple, pour|/x, on trouve 

dx 2j/x 
Pour y = y/x qu'on peut transformer en 
y = \/z, z = fx. 



il vient 



rfy^rfy rfz^_j_ ^ f'x 

dx dz dx 2j/~ ' '^ .2y/fx 
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C'est-à-dire, que la dérivée de la racine carrée d'une fonction est 
égale à la dérivée de cette fonction divisée par le double du radical. 

17. Dérivée de la fonction exponentielle a*. — Proposons-nous de déri- 
ver la fonction exponentielle a' = y, dans laquelle a est uivei constante. 
En prenant les logarithmes des deux membres et dérivant, il vient 

logy = xloga, y/~ logo, ^= y log a = aMog a. 

On tire aussi de là 

rfy , c'est-à-dire , rf. o' = log a . a'dx. 
Pour y = a' , « = /x , on trouve de même 

-~ =-^ -— = a', loff a . /"'x = o^' fx loc a. 
dx dz dx ^ ' ' * 

On voit donc que la dérivée d'une constante élevée à une puissance 
variable s'obtient en multipliant la fonction exponentielle par la 
dérivée de l'exposant et par le logarithme népérien de la constante. 
Si a est égal à la base e des logarithmes népériens , la dérivée se 
simplifie , parce que log e est Tunité et il vient pour y = c* et y = e^', 

-i^=:= e* ou d.C = e'dx. 
dx 

A = ef'fx ou d.(f' = ef'fxdx. 

18. Dérivées des fonctions trigonométriques. — Passons aux fonctions 
trigonométriques. On a déjà vu que la dérivée de sin x est cos x ; pour 
dériver cosx, remarquons que si Ton fait x égal à i'' — z, il viendra 

y = cos (i** — z) = sin i: , z = \^ — x; 

et en dérivant le système de ces deux équations , on trouve 

dy dy dz dz 

dx dz dx rfx' 

qui devient, à cause de jz = i'' — x et r- = — 4, 
j- = — cos (i*' — x) = — sin X , 
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c'est-à-dire, que la dérivée d'un cosinus est égale au sinus précédé 
du signe moins. 

SÎD X 

Pour dériver lang x, on remplacera tang x par sa valeur et en 

cosx 

se rappelant la forme de la dérivée d'une fraction , on trouve 

sin X dy cos*x h- sin*x i 

^ cosx' dx cos*x cos*x 

On dérivera de même cos x en substituant i'^ — z à x et on trou- 
vera pour dérivée 

i_ 

sin*x 

Des transformations du même genre feront connaître les dérivées 
des autres lignes trigonomé triques ; ainsi pour sec x, on substituera 

sa valeur et on trouvera pour dérivée 

cosx 

sinx 



cos^x 



. , , , i cosx 

Pour cosec x qui est éeal à -: — , on trouve r-r- • 

smx sin'x 

On désigne par arc sin x, Tare de cercle dont le sinus est égal à x. 

Pour dériver cette fonction trigonométrique inverse, remarquons qu'il 

résulte de sa définition même, qu'en la représentant par y, on doit 

avoir 

sin y = x. 

Si on dérive les deux membres, en remarquant que le premier est 
une fonction de fonction de x , il vient 











du 
co8y^=i, 






d'où r 


on tire 
















dy_ 


i 


\ 


\ 






dx 


cos y 


(/i — sin^y 


|/i" 


-X* 


On trouve de même 


pour 


la dérivée de arc 


tang 


X, 




y 


= arc 


tang 


X, tangy = x, 


1 
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-^ = cos 't/ = ■ 



■ = cos'y : 



i 



dx ^ i -¥■ tang^y i -f- X* 

Et enfin les fonctions 

y = sin(/à:), y = tang(/i), y = arc tang (/x) , 

conduisent aux dérivées suivantes , en se rappelant le théorème sur la 
dérivation des fonctions de fonction , 

19. Ce qui précède suffit pour dériver les fonctions explicites 
algébriques ou transcendantes les plus compliquées. Ainsi , pour avoir 

la dérivée de \/i -h 2x — x*, on posera 



: = i -♦- 2x — x% y = \/z = z^. 



i— X 



dx dz dx ^ ^ ^\y(^i -^^x — x*y 

On trouvera de même les dérivées suivantes , en effectuant les trans- 
formations que Ton a indiquées : 

y=log(x-f-i/i-i-x*)=logis,-^==-^3^ = -( in — )= 

^ *^ ^ ^ ^ 'dx dzdx z\ /i^_x«/ j/Ih-x» 

1 . /i/i H- x« -f- X , rfy ^ 

V ^1 +x« — X ^^ |/i-f-x« 

. i/i -I- X -f- i/i — X dy i 

y = log^^— = ^. -£= 

|/1h-x— |/i — X "^ x| 



; |/i -*- X* 
.. «• dy dy du dy dv , du , dv 



dx du dx dv dx 



dx 



dx 



y =: a''' = a% -^= ^ -j.- = a' log a . 6* log 6 = log a logôa^^'t'. 



Si Ton avait 



y =:cos f, x = sin f, 
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la dérivée de y par rapport à x se trouverait en posant (N'* iO) 

dy 

dy dt — sin f x 

dx dx cos t |/| ^i 

Tt 

20. Dérivation des fonctions imaginaires. — Les fonctions que 
nous avons dérivées jusqu'à présent, étaient toutes réelles ; et en effet, 
si elles avaient été imaginaires, des accroissements ou des diminutions 
attribuées à de semblables fonctions n'auraient eu aucun sens intelligi- 
ble. Cependant, quoiqu'on ne puisse pas plus se rendre compte d'un 
accroissement d'une quantité imaginaire que de la nature de la quantité 
imaginaire elle-même, on est souvent conduit à généraliser les trans- 
formations effectuées sur des quantités réelles; ainsi si une fonction 
de X contient soit en coefficient, soit en exposant le symbole imaginaire 
j/ — 1 , on dérivera d'après toutes les règles précédentes, en considé- 
rant |/~T comme une quantité invariable. Les fonctions 

y = cosac-f-j/ — 1 sinx, y = a^^~~* 
donneront donc 

-r- = — sin X -*- |/ — i cosx, -r- = )/ — ^ log a a^ " . 
dx ^ dx ^ ^ 

21. Dérivation des fonctions implicites. Équations dérivées. — 
Jusqu'ici on ne s'est occupé que de la dérivation des fonctions expli- 
cites. Considérons maintenant la fonction implicite 

f{x,y) = 0. 

La valeur de la dérivée de la variable dépendante, ou ~ , pourrait 

dx 

souvent s'obtenir en résolvant cette équation par rapport à y et en dé- 
rivant ensuite d'après les règles précédentes; mais outre que cette 
résolution est souvent impossible , il importe encore de pouvoir obte- 
nir cette dérivée sans passer par cette opération préliminaire. Soit 
donc k l'accroissement que fait prendre à y un accroissement h donné 
à X; ces deux accroissements sont liés entre eux de telle manière que 
si l'on remplace x.par x -^ h et y par y h- fe, l'équation doit encore 
être satisfaite, c'est-à-dire, que l'on doit avoir 

f{x^h,y^k)^0. 



